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椭圆与抛物偏微分方程解的凸性

麻希南
(中国科学技术大学 数学学院,合肥 ２３００２６)

　　[摘　要]我们给出椭圆与抛物偏微分方程解或其水平集的凸性的一个文献综述．从三个经典例子开始,

然后介绍凸性研究的常用方法,最后给出几个定量估计,其中注重与我个人研究有关的结果．
[关键词]偏微分方程解的凸性;偏微分方程解的水平集的凸性;常秩定理;凸性定量估计

[中图分类号]１７５．２５　　[文献标识码]A　　[文章编号]１６７２Ｇ１４５４(２０１６)０５ＧＧ

１　凸性的研究历史:三个经典例子

长久以来偏微分方程解的几何性态是偏微分方程研究的重要课题之一,椭圆与抛物偏微分方程解

或其水平集的凸性是重要的研究对象．凸性除了本身具有几何意义之外,它与方程解的正则性、存在性

以及唯一性都有紧密的联系．我们从有关的三个例子开始谈起．
例１　凸区域上 Green函数的水平集的凸性．
Caratheodory[２]于１９２０年代给出了二维凸区域的 Green函数的水平集的凸性．在１９３１年,

Gergen[２９]证明了三维欧氏空间中星形区域的 Green函数的水平集也是星形的．１９５６年,Shiffman
[７６]给出了有关水平集凸性的第一个明确的结果．对于ℝ３ 中两条曲线所界定的参数极小曲面,当该两

条边界曲线分别是两平行平面上的凸曲线时,Shiffman用复分析的方法证明了中间平行平面与极小曲

面的截线是严格凸的,进而还可知该极小曲面是嵌入的．Shiffman的结论对极小曲面的研究有重要的

意义,后来亦导致了相应的DouglasＧPlateau问题的完全解决．
１９５７年,Gabriel[２８]首先证明三维欧氏空间有界凸区域上 Green函数的水平集是严格凸的．１９７７

年,Lewis[５８]推广 Gabriel的定理到高维pＧ调和函数并得到以下定理

定理１．１(Gabriel[２８]和Lewis[５８])　令u满足

div(|▽u|p－２▽u)＝０ in Ω＝Ω０\Ω１,

u＝０ on ∂Ω０,

u＝１ on ∂Ω１,

ì

î

í
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ïï
(１．０．１)

这里１＜p＜＋∞,Ω０ 以及Ω１ 为ℝn,n≥２中的有界凸区域,Ω１⊂Ω０．(我们说u在凸环Ω＝Ω０\Ω１ 上满

足齐次Dirichlet边界条件．)则相应于法向▽u,u的所有水平集是严格凸的．
其思想方法是引时如下的“凹性函数”:

Q(x,y)＝u x＋y
２
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÷－min{u(x),u(y)}．

显然,u的水平集是凸的充要条件是Q(x,y)≥０,∀(x,y)∈Ω×Ω．在证明水平集严格凸性时他们利用

调和函数的实解析性．我们为了说明常秩定理的应用方法,在第四章给出 Korevaar[５５]的关于调和函

数时此定理的新证明．



例２　MakarＧLimanov[６５]在１９７１年研究了如下边值问题:

Δu＝－２ in Ω,

u＝０ on ∂Ω,{ (１．０．２)

这里Ω 是平面有界凸区域．令v＝－ u,通过找到一个巧妙的辅助函数ψ＝v４det(D２v),他用极大值原

理证明了ψ在边界达到极小,从而得到v是严格凸函数．其后此结论被 Kennington[５１]和 Kawohl[５０]
用 Korevaar[５４]的改进版的最大值原理推广到高维情形,Korevaar和Lewis[５６]用常秩定理在高维给

出了v是严格凸函数．
例３　１９７６年,BrascarmpＧLieb[１２],他们通过研究热方程

ut＝Δu in Ω×(０,＋∞),

u＝０ on ∂Ω×[０,＋∞),

u(x,０)＝u０(x) ∀ x∈Ω,

ì

î

í

ïï

ïï
(１．０．３)

其中Ω 为有界凸区域,u０ 是边界上为零的给定正函数．当logu０ 是凹函数时,他们证明了t＞０,logu也

是凹的(关于x)．而且得到了欧氏空间中凸有界区域上的第一特征函数

Δu＋λ１u＝０ in Ω,

u＝０ on Ω,{ (１．０．４)

的对数logu 是凹函数．从而也得到了第一特征值的关于区域的 BrunnＧMinkowski不等式,在[２３]

Colesanti得到BrunnＧMinkowski不等式中的等号成立当且仅当两个凸区域是同位相似(homothetic)．
后面两个例子说明有时候偏微分方程的解本身不一定是凸的,但关于解的某个函数可能具有某种

凸性(从而解的水平集也是凸的)．以上是有关凸性研究的一些经典事例,由此可以看到,偏微分方程解

的凸性研究长久以来一直是人们所关心的重要话题．

２　偏微分方程解的凸性

２．１　椭圆方程解的凸性的宏观方法:比较原理和凹包络

当某个偏微分方程的解本身是凸的时候,它的水平集自然是凸的,所以,证明偏微分方程的解凸性

的方法也可以看作是证明水平集凸性的一种(间接)方法,这些思想方法之间是相互影响相互借鉴的．与
Gabriel的凹性函数Q(x,y)相对应,１９８３年 Korevaar[５３]在研究毛细管曲面方程的解的凸性时引进如

下凹性函数

φ(x,y,λ)＝u(z)－λu(x)－(１－λ)u(y),
其中z＝λx＋(１－λ)y,０≤λ≤１,∀x,y∈Ω．我们可以看出u为凸函数当且仅当在Ω×Ω 中φ(x,y,λ)

≤０．Korevaar[５４]对一类半线性椭圆方程的解推出了关于上述凹性函数极值原理,由此得到解的凸

性,他给出了BrascampＧLied[１２]的欧氏空间中凸有界区域上的第一特征函数对数logu凹性的新证

明,Caffarelli和Spruck[１７]同时用类似的想法也给出它的新证明．最近两点辅助函数被 Andrews[４]用
来给出平均曲率流中ShengＧWang[７４]NonCollapsing估计的新证明与Brendle[１３]的子流行中有名的

Lawson猜想证明．
Korevaar的凹性极值原理后来得到 Kennington[５１],Kawohl[５０]和 GrecoPorru[３０]等人的许多

推广和发展(可见 Kawohl[４９]及其参考文献)．Korevaar的凹性极值原理实际上是一种弱极值原理或

比较定理,我们按 Korevaar[５５]称它是凸性研究的宏观方法．宏观方法的进一步发展是 AlvarezＧLasryＧ
Lions[３],他们用凹包络的方法证明了一类完全非线性椭圆方程在凸区域具有边界限制下解的凸性．对
于由 Korevaar和 AlvarezＧLasryＧLions等人推广的凹性极值原理和凹包络这种宏观的方法,应用起来

有很多限制．例如它常常只能处理有界凸域(凸环)的情形,在无边情形或者流形上使用受到限制．另外,
用宏观的方法往往很难得到严格凸性或刚性,而严格凸性或刚性通常在解决几何问题时经常是起关键

作用的．
２．２　椭圆方程凸解的微观方法:常秩定理

除了上述宏观的方法,也有利用强极值原理来研究偏分方程解的凸性,按 Korevaar[５５]我们称它
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是微观方法．它是利用强极值原理加上形变的思想或也称连续性方法,并且已发展出一个强有力的工

具———常秩定理．最早的文献是CaffarelliＧFriedman[１４](也可见SingerＧWongＧYauＧYau[７７])．常秩定

理是用连续性方法来证明凸性问题的一个关键步骤．我们用第一章的例２来说明它的应用过程．对以下

方程

Δu＝－１ in Ω,

u＝０ on ∂Ω,{ (２．２．１)

这里Ω 是平面有界凸区域．经过变换令v＝－ u,则它满足方程

vΔv＝－(１＋|Dv|２) in Ω,

v＝０ on ∂Ω．{ (２．２．２)

首先CaffarelliＧFriedman[１４]证明,对于任意区域 Ω 如果方程(２．２．２)的解v 是凸函数,那么它的

Hessian矩阵的秩在整个区域中是常数．然后他们在区域是球B１(o)⊂ℝ２ 时证明相应方程的解v是严

格凸的(秩为二),令Ωt＝tΩ＋(１－t)B１(o),再将区域由球连续形变到凸区域Ω．若在形变过程中的某个

时刻０＜t０＜１解vt０
的凸性失去了“严格”性,则常秩定理保证解vt０

的 Hessian矩阵在区域上处处秩等

于一．但又因为此时区域仍是严格凸区域,可知解在边界附近严格凸(即其 Hessian阵的秩为２),由先

验估计从而导致矛盾．所以得到方程(２．２．２)在有界凸区域Ω 的解v 是严格凸的．
二维情形的常秩定理首先被CaffarelliＧFriedman[１４]得到,并成功应用到解决２维凸区域上几类半

线性椭圆方程解的严格凸性和刚性问题．后来,KorevaarLewis[５６]把常秩定理推广到高维情形,特别

是应用常秩定理,他们重新得到了方程(２．２．２)高维结果,并很算然地给出了严格凸性．
近年来,常秩定理陆续被应用到来源于经典微分几何里的 ChristoffelMinkowski问题(GuanＧMa

[３４],也见 HuＧMaＧShen[４１])和预定 Weingarten曲率问题所导致的完全非线性偏微分方程(GuanＧLinＧ
Ma[３２,３３]和 GuanＧMaＧZhou[３５])．例如 GuanＧMa[３４]将常秩定理推广到非线性椭圆方σk(uij＋uδij)

＝f(x),x∈Sn(这里σk(uij＋uδij)是球 Hessian矩阵(uij＋uδij)特征根的第kＧ阶基本对称多项式),这
里f(x)满足一定的凸性条件．后来CaffarelliＧGuanＧMa[１５]把相应的结论推广到一类完全非线性椭圆

方程

F(D２u)＝f(x,u,Du),
这里F,f满足某种凸性的结构条件．BianＧGuan[６]把常秩定理推广到更一般的一类完全非线性椭圆方

程

F(x,u,Du,D２u)＝０,
它要求函数F(x,u,Du,D２u)满足某种凸性的结构条件,可是在实际问题中往往很难去验证此类结构

条件．在 MaＧXu[６８]和LiuＧMaＧXu[５９]中,为了推广例２与例３到高阶σk(D２u)方程的对应问题,他们

研究一类三维凸区域上一类σ２(D２u)方程的解的凸性以及对应的常秩定理．他们得到凸区域上一类非

线性算子的特征值的BrunnＧMinkowski不等式,并刻画了等号成立时当且仅当两区域相差一平移和伸

缩,是本领域中少有的典型的例子．最近Salani[７２]给了凸性的新证明,但还是有３维的限制．
HanＧMaＧWu[３８]研究以下问题:Poisson方程的解的 Hessian矩阵的最小k个特征值之和何时是

正的? 其中k＝１时即为CaffarelliＧFriedman[１４]和 KorevaarＧLewis[５６],他们利用常秩定理得到一个

充分条件,问题的困难是它所对应的矩阵很大,它最后归结为一个关于方程解的３阶导数的有关量的一

个组合问题．我们提到其它应用如 WangＧXia[７９]在利用几何流去证明双曲空间中等周不等式中时用到

了常秩定理保住严格凸性,GuanＧLiＧZhang[３１]在 Kahler几何中应用了常秩定理得到刚性问题．
２．３　抛物方程解的空间凸性与时空联合凸性

首先我们关心研究抛物方程解凸性的概率方法．
BrascampＧLieb[１２]利用Brownian运动中的Feymann—Kac公式研究了抛物方程的解对于空间变

量的凸性,他们证明如果初值满足logu０ 是凹函数时,则对∀t＞０,logu关于空间变量x 也是凹的．对于

Brownian运动的技术在抛物方程凸性的应用,Borell[９－１１]有各种情形的推广,例如 Borell对于具

Schrödinger位势的抛物方程,他研究其解的时空凸性从而给出BrascampＧLieb[１２]定理的新证明以及

BrunnＧMinkowski不等式的Brownian运动证明．他的论文对抛物方程解或水平集的时空联合凸性有重
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要影响．
抛物方程解凸性的宏观方法．
Korevaar[５４]和 Kennington[５２]也有相应两点辅助函数的凹性函数极值原理在空间凸性与时空

联合凸性的推广与应用．相关凹包络的技巧在抛物偏微分方程关于研究解得空间凸性与时间联合凸性

的推广见IshigeＧSalani[４５]与[４６],以及IshigeＧNakagawaＧSalani[４７]在抛物偏微分方程组的时空联合

凸性以及在对应椭圆方程组的应用．但是在IshigeＧSalani[４５]的工作中他们往往要求抛物偏微分方程

的初值条件是零函数,这是一个很大的限制．
抛物方程解凸性的微观方法．
在论文[６,１５]中,他们研究了非线性抛物方程解的 Hessian矩阵对于空间变量的常秩性质,[６]也

研究超曲面几何流的保住凸性．受Borell[１０]的启发,HuＧMa[３９]对一类抛物偏微分方程其凸解的时空

Hessian矩阵的常秩性,并且证明Borell[１０]中的时空凸解具有常秩性．然后ChenＧHu[２０]他们简化了

[３９]中的计算,对于一类完全非线性抛物方程得到其凸解的时空 Hewssian矩阵的常秩性．这类技巧在

抛物方程水平集凸性的研究中有重要应用．
２．４　凸性研究的其它方法与技巧以及应用

LeeＧVazquez[５７]利用抛物方程的办法研究一类椭圆方程解的凸性,他们后来有更多的推广．对于

提到的多孔渗漏自由边界问题,DaskalopoulosＧHamiltonＧLee[２５]在２００１年曾证明了当初始压力是１
２Ｇ

凹的时,压力也保持是１
２Ｇ凹的,从而他们得到了一类自由边界的C∞ 光滑性,此类技巧在自由边值问题

的正则性研究中有重要地位．

３　偏微分方程解水平集的凸性

３．１　椭圆方程解水平集凸性研究的宏观方法:凹性极值原理和凹包络

我们在凸性的研究历史中已经知道 Gabriel[２８]和Lewis[５８]研究了凸区域的 Green函数的水平

集的凸性．CaffarelliＧSpruck[１７]推广 Gabriel的方法得到凸环上半线性椭圆方程

Δu＝f(u) in Ω＝Ω０\Ω１,

u＝０ on ∂Ω０,

u＝１ on ∂Ω１,

ì

î

í

ïï

ïï

解的水平集为凸的．其中Ω０ 以及Ω１ 是ℝn 中的凸区域,且满足Ω１⊂Ω０,f(０)＝０,f(t)是非负单调递增

函数．事实上,利用定理条件可证明解在凸环上满足|▽u|＞０．
将u延拓,使得在Ω１ 在u＝１．然后定义凹性函数

Q(x,y)∶＝u x＋y
２

æ

è
ç

ö

ø
÷－min{u(x),u(y)},　(x,y)∈Ω×Ω．

用反证法证明在区域Ω０×Ω０ 上,有Q(x,y)≥０,从而水平集为凸的．事实上,若Q(x,y)在Ω０×Ω０

中的某点达到小于０的最小值,会推出函数１
x２是凹函数的矛盾．

在２００３年,ColesantiＧSalani[２４]利用拟凹包络研究了凸环上拟线性方程在一定结构条件下水平集

的凸性．最近BianchiniＧLonginettiＧSalani[８]中用拟凹包络的办法证明了凸环上完全非线性方程在一定

结构条件下水平集的凸性．
先描述一下函数u的拟凹(Quasiconcave)包络的概念．函数u为上半连续函数,用u∗ 表示u的拟

凹包络,粗略地说,拟凹包络u∗ 是其上水平集为u的上水平集的闭凸包的上半连续函数．具体地说,记

Ω(t)为u在t处的上水平集,即
Ω(t)＝{x∈ℝn|u(x)≥t}

用Ω∗ (t)表示其凸包的闭包．u∗ 可以定义为

Ω∗ (t)＝sup{t∈ℝ|x∈Ω(t)}
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由于u∗ 为比u大的最小的上半连续拟凹函数,从而有u∗ ≥u．只要证明反过来的不等式成立,利用u∗

的拟凹性,则知道水平集为凸的．从而,若假设u是椭圆方程的下解,且方程满足比较原理,此时即有相

反的不等式成立．具体地说,[８]证明了下面的定理:
设Ωt０

和Ωt１
为ℝn 中的有界开子集,满足Ωt１⊂Ωt０

,记凸环Ω＝Ωt０\Ωt１．设u∈C２(Ω)∩C(Ω)为下列

Dirichlet问题的经典允容许解,

F(x,u,Du,D２u)＝０ in Ω,

u＝t０ on ∂Ωt０
,

u＝t１ on ∂Ωt１
,

ì

î

í

ï
ï

ïï

其中t０＜t１,F(x,t,p,A)定义在ℝn×(t０,t１)×ℝn×S(S为n×n阶实对称矩阵的集合),满足如下条件

(i)|Du|≠０于Ω;
(ii)F(x,t,p,A)关于t单调递减;
(iii)F(x,t,p,A)是退化椭圆的,即F(x,t,p,A)≤F(x,t,p,B),对任意地称矩阵A,B,且A－B 为

正定矩阵;

(iv)存在α∈ℝ,对任意的(t,θ)∈(t０,t１)×Sn－１,函数Gt,θ,α＝pαF x,t,θ
p

,A
p３

æ

è
ç

ö

ø
÷在Ωt０×(０,＋∞)×

ΓF(这里ΓF 为对称矩阵)上为凹函数．
则拟凹包络u∗ 为该Dirchlet问题的粘性下解．LonginettiＧSalani[６３]中利用支撑函数建立了一组

拟凹函数水平集曲率的关系式对该定理的证明起了关键作用．
３．２　椭圆方程解水平集凸性研究的微观方法:常秩定理

类似于研究解本身的凸性,也可从微观角度应用常秩定理研究水平集的凸性．受 CaffarelliＧ
Friedman[１４]和 KorevaarＧLewis[５６]的启发,Korevaar[５５]建立了pＧ调和函数的凸水平集的第二基本

形式的常秩定理,然后利用形变过程加上先验估计就得到了 Gabriel[２８]和 Lewis[５８]定理的新证明．
我们在凸环上调和函数水平集的严格凸性将给出 Korevaar[５５]关于调和函数的证明(也见[７])．他对

于平均曲率方程也有相应的常秩定理,所以他得到对于凸环上具有齐次 Dirichlet边界条件的极小图,
则其水平集是严格凸的．Xu[８３]推广 Korevaar[５５]的常秩定理到一类线性椭圆方程．我们已经知道

BianchiniＧLonginettiＧSalani[８]中用拟凹包络的办法证明了凸环完全非线性椭圆方程在一定结构条件

下水平集的凸性,对应于此类方程的常秩定理,BianＧGuanＧMaＧXu[７]和 GuanＧXu[３６]证明[８]的凸水平

集是严格凸的．前面我们巳经提到Shiffman[７６]的参数极小曲面在一定条件下其水平集的严格凸性,
为了得到其高维参数极小曲面对应的推广,HuＧMaＧOu[４０]给出了ℝn 中预定平均曲率的浸入超曲面凸

水平集第二基本形式的常秩定理,但是对应的形变过程至目前没有找到．
３．３　抛物方程解的水平集研究的宏观与微观方法

我们研究抛物方程的类似问题,即如何在给定初始条件,边值和区域的几何条件下,我们有对解的

更好的几何认识．例如人们期望在一定条件下能够得到对任意给定时间,解对空间变量的凸性或水平集

的凸性．或是否具有某种对于时间变量和空间变量的联合凸性．我们已经知道BracampＧLieb对于热方

程,在凸区域并齐次边界Dirichlet条件,他们证明如果初值函数的对数为凹函数,那么对任意时间,解
的对数函数对空间变量是凹的．我们先给出几个定义．我们回忆函数v:ℝm →ℝ∪{－∞}在ℝm(m∈
ℕ)为拟凹或水平集是凸的(quasiconcave),如果它的所有上水平集{y∈ℝm∶v(y)≥c}是凸的．如果v
只在真子集A⊂ℝm 上有定义,我们在A 外令它等于－∞,我们称v在A 中是拟凹的如果在ℝm 这种延

拓在ℝm 上是拟凹的．
我们称u∈C(Ω０×[０,＋∞))是空间拟凹(spatiallyquasiconcave)如果函数x→u(x,t)对于∀t≥０

在Ω０⊂ℝn中是拟凹,我们称u是时空拟凹(spaceＧtimequasiconcave)如果它在Ω０×[０,＋∞)⊂ℝn＋１是

拟凹的,即如果所有时空上水平集

Σc
x,t＝{(x,t)∈Ω０×[０,∞)∶u(x,t)≥c}

在ℝn＋１中是凸的．等价地我们给出下面的定义．
定义３．１　函数u∈C(Ω０×[０,＋∞))是空间拟凹(spatiallyquasiconcave)如果
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u((１－λ)x０＋λx１,t)≥min{u(x０,t),u(x１,t)}, (３．３．１)
对∀x０,x１∈Ω０,λ∈(０,１)以及所有固定的t≥０．

类似的,u是时空拟凹(spatiallyＧtimequasiconcave)如果

u((１－λ)x０＋λx１,(１－λ)t０＋λt１)≥min{u(x０,t０),u(x１,t１)}, (３．３．２)
对∀x０,x１∈Ω０,t０,t１≥０,λ∈(０,１)．
显然,如果函数是时空拟凹(或时空水平集凸,spatiallyＧtimequasiconcave),则对于每一个因定的时间

它是空间拟凹的．
在１９８２年,Borell[９]利用Brownian运动的FeymannＧKac公式和Gabriel[２８]与Lewis[５８]技巧的

抛物对应,考虑了在凸环上给定常数边值的初边值问题．他得到如果初值是零函数,则热方程解的水平

集是时空联合凸,即他研究

∂u
∂t＝Δu　in　Ω×(０,∞), (３．３．３)

对于以下初边值问题

u(x,０)＝０ in Ω＝Ω０\Ω１,

u(x,t)＝０ on ∂Ω０×[０,＋∞),

u(x,t)＝１ in Ω１×[０,＋∞),

ì

î

í

ïï

ïï
(３．３．４)

他得到以下定理

定理３．２[９]　令u为方程(３．３．３)－(３．３．４)的解,则对∀c∈[０,１],u的时空上水平集Σc
x,t是凸的．

在２０１０和２０１１,IshigeＧSalani[４３,４４]给出了上述Borell定理的一个新证明,他们推广到一类完全

非线性抛物方程,并且他们引进抛物拟凹的概念．他们有一个很强的条件即初值必须为零函数．但是

IshigeＧSalani[４２]在２００８年的给出例子说明,即使对于热方程如果初始值的水平集是凸的,则不能保证

得到解对空间变量的水平集的凸性．所以自然的问题使我们要对初值加何种几何分析条件,使得具有解

对空间变量水平集的凸性? 在ChenＧMaＧSalani[２１]中我们得到以下结果．
定理３．３[２１]　令u为方程(３．３．３)的解(这里Ω 如上定义)．如果初始数据u０∈C２,α(Ω)是拟凹并且

满足

Δu０≥０, in Ω,∃x０∈Ω,Δu０(x０)≠０,

u０＝０ on ∂Ω０,

u０＝１ in Ω１,

ì

î

í

ïï

ïï
(３．３．５)

则u是时空严格拟凹(或时空上水平集严格凸),即u的时空上水平集Σc
x,t对∀c∈(０,１)是严格凸．

注３．４　上面定理的初值条件u０ 出现的DiazＧKawohl([２６]和[２７])中,并且初值u０(x)满足所需条

件的存在性是知道的(如可以取Δu０≡１inΩ,可以见[８])．从[２７]知道,初值(３．３．５)保证

ut＞０,　|Δu|＞０　in　Ω×(０,＋∞)． (３．３．６)
它对于我们定理的证明是关键的．

我们通过一个形变过程加上以下的热方程解的时空凸水平集第二基本形式的常秩定理证明以上定

理．现在我们叙述热方程解的时空凸水平集第二基本形式的常秩定理．
定理３．５[２１]　令u∈C４,３(Ω×(０,T))是热方程(３．３．３)满足(３．３．６)的时空拟凹解,则其解的时空

水平集∂Σc
x,t的第二基本形式II∂Σcx,t

对于∀c∈(０,１)有以下常秩性质．即如果II∂Σcx,t
的秩在某一点(x０,t０)

∈Ω×(０,T)达到极小秩l０,(０≤l０≤n),则II∂Σcx,t
的秩在Ω×(０,t]是常数l０．并且令l(t)为II∂Σcx,t

在Ω
×(０,t]的极小秩,则l(s)≤l(t)对于所有s≤t＜T．

上面常秩定理的证明非常复杂,因为我们需要对于抛物方程建立时空凸水平集第二基本形式的常

秩定理,此时我们利用[３９]以及ChenＧHu[２０]的简化计算并推广到时空水平集．我们为了说明常秩定

理的应用方法,我们在下一节来详细给出 Korevaar[５５]的关于调和函数的 Gabriel[２８]和Lewis[５８]定
理的新证明．

３．４　椭圆方程解的水平集凸性的几个反例

偏微分方程解的水平集的凸性是非常敏感的一个问题,除了我们前面的正面结果,我们叙述最近的
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两个反例．一个是 Wang[８２]关于常平均曲率方程的反例,另一个是 HamelＧNadirashviliＧSire[３７]对于

半线性椭圆方程的反例．
汪徐家关于常平均曲率方程的反例．
很长一段时间以来人们对例２的平均曲率方程的推广是否成立很感兴趣．问题可以叙述如下．令Ω

为ℝn(n≥２)中具有光滑边界∂Ω 的有界凸区域．H 是给定的正常数,如果u为下常平均曲率方程的解,
问题是u的水平集是否为凸?

∑
n

i＝１
Di

ui

１＋|Du|２

æ

è
ç

ö

ø
÷＝２H　in　Ω,

u＝０　on　∂Ω．

ì

î

í

ïï

ïï
(３．４．７)

汪徐家[８２]通过rescaling技巧,找到了一类凸区域使得解在边界附近的地方水平集有曲率非正点．
HamelＧＧNadirashviliＧSire[３７]关于半线性随圆方程的反例．
在我们凸性的研究历史的三个例子都是特别简单的方程,稍微一般的具有正面的例子是CaffarelliＧ

Spruck[１７]得到的特殊半线性方程．[３７]中他们对于一类特别的有界凸区域Ω 与一般的方程

Δu＝f(u) in Ω,

u＝０ on ∂Ω,

u＞０ in Ω．

ì

î

í

ïï

ïï

他们得到了上水平集非凸的解．类似地他们[３７]找到凸环上一类半线性椭圆方程

Δu＋f(u)＝０,　u＞０　in　Ω＝Ω０\Ω１,

u＝０　on　∂Ω０,

u＝M　on　∂Ω１,

ì

î

í

ïï

ïï

解的上水平集为非凸的．

４　凸环上调和函数水平集的严格凸性

我们为了说明常秩定理的应用方法,我们现在来详细给出 Korevaar[５５]的关于调和函数的Gabriel
[２８]和Lewis[５８]定理的新证明．

４．１　函数u(x)水平集的曲率矩阵

在这一节,我们首先给出水平集凸性的简要定义,然后推出函数的水平集曲率矩阵(aij)．该矩阵在

([１６]和[７])的文章中出现,其特征值即是函数水平集的主曲率．
现在给出函数u的水平集的定义．设Ω 为ℝn 的区域,并且u∈C２,α(Ω),０＜α＜１,其水平集通常按

下面的方式定义为:
定义４．１　假设在Ω 上,u的梯度|Du|≠０,则u通过x０∈ℝ的水平集记为Σu(x０)∶＝{x∈ℝ|u(x)

＝u(x０)}．
以后在满足|Du(x０)|≠０的点x０ 处进行计算．在此特殊情形下描述水平集Σu(x０)的凸性．不失一般

性,假设un(x０)≠０并且在x０ 附近的小邻域内进行计算,利用隐函数定理,水平集Σu(x０)局部地可以表

示为xn＝v(x′),x′＝(x１,x２,,xn－１)∈ℝn－１的图．对函数u(x１,,xn－１,xn)∈C２(Ω),存在函数

v(x′)满足方程

u(x１,x２,,xn－１,v(x１,x２,,xn－１))＝u(x)．

所以水平集向上法向量可以表示为n＝ |un|
|Du|un

(u１,u２,,un－１,un)．令hij＝u２
nuij＋unnuiuj－unujuin

－unuiujn,可将vij简记为vij＝－hij

u３
n
．函数u的水平曲面关于向上法向的第二基本形式II可以表达为

bij＝vij

W ＝－|un|hij

|Du|u３
n
． (４．１．１)

定义４．２　设函数u(x)∈C２(Ω)并且在Ω 上|▽u|≠０．不失一般性可设在x０∈Ω 处,un(x０)≠０．局
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部上,如果u的水平集Σu(x０)＝{x∈Ω|u(x)＝u(x０)}的第二基本形式bij∶＝－|un|hij

|Du|u３
n
关于向上法向量

n＝ |un|
|Du|un

(u１,u２,,un－１,un)是非负定的,则称水平集是凸的．

注４．３　在上面定义中,如果令 Du
|Du|

为水平集Σu(x０)在x０ 点处的向上法向量,即令un(x０)＞０,并

且利用定义４．２,如果水平集Σu(x０)在x０ 点处关于法向量 Du
|Du|

为凸,则矩阵hij(x０)非正定．

下面把曲率矩阵(aij)用函数u的导数来表示,计算在Σu(x０)∶＝{x∈Ω|u(x)＝u(x０)}的局部上进行

并且假设un(x０)≠０．对称曲率矩阵{aij}为

aij＝ １
|Du|u２

n
－hij＋ uiulhjl

W(１＋W)u２
n
＋ ujulhil

W(１＋W)u２
n
－ uiujukulhkl

W２(１＋W)２u４
n

{ }． (４．１．２)

以下引入记号

Bij∶＝ uiulhjl

W(１＋W)u２
n
＋ ujulhil

W(１＋W)u２
n
,　Cij∶＝ uiujukulhkl

W２(１＋W)２u４
n
, (４．１．３)

以及

Aij∶＝－hij＋Bij－Cij． (４．１．４)
此时u的水平集的对称曲率矩阵可写成

aij＝ １
|Du|u２

n
{－hij＋Bij－Cij}＝ １

|Du|u２
n
Aij (４．１．５)

我们要用到一个引理

引理４．４[６,２１]　设对于x∈Ω⊂ℝn,有W(x)＝(Wij(x))≥０并且Wij(x)∈C１,１(Ω)．则对于O⊂⊂
Ω,存在一个正常数C,只依赖 Hausdorff距离dist{O,∂Ω}和‖W‖C１,１(Ω),使得

|▽Wij|≤C(WiiWjj)
１
４ , (４．１．６)

对于∀x∈Ω 以及１≤i,j≤n．
４．２　调和函数u(x)凸水平集的常秩定理

我们考虑方程

Δu＝０ in Ω＝Ω０\Ω１,

u＝０ on ∂Ω０,

u＝１ on ∂Ω１,

ì

î

í

ïï

ïï
(４．２．７)

这里Ω＝Ω０\Ω１ 为ℝn(n≥２)中的C２,α凸环．已知在Ω 中|▽u|≠０(见 Kawohl[４９])并且对于c∈(０,１)
水平集∂Σc

x＝{x∈Ω∶u(x)＝c}为n－１维超曲面．
定理４．５(Korevaar[５５])　如Ω＝Ω０\Ω１ 是C２,α凸环,u∈C２,α(Ω)是拟凹函数满足方程(４．２．７),则

凸水平集∂Σc
x 的第二基本形式在Ω 中常秩．

证　已知u∈C∞ (Ω)∩C２,α(Ω)．并且u的第二基本形式a(x)＝{aij}定义于(４．１．５)．若a(x)在x０

∈Ω 达到极小秩l．我们可以假设l≤n－２,否则不必证．设un＞０．故存在x０ 一个邻域O,使得{aij}存在l
个“好”的特征值他们以正常数C为下界,另外n－１－l个“坏”的特征值,它们是非常小．令G 为“好”特
征值的指标集,B 为“坏”特征值的指标集．对于任意固定点x∈O,我们选取e１,,en－１,en 使得

|▽u(x)|＝un(x)＞０　和　{uij}１≤i,j≤n－１在点x点对角． (４．２．８)
不失一般性我们假设u１１≤u２２≤≤un－１n－１．因此在x∈O,由(４．１．５),矩阵{aij}是对角并且a１１≥

a２２≥≥all＞C．则G＝{１,,l}和B＝{l＋１,,n－１}(“好”和“坏”的指标集)．我们也假设

G＝{a１１,,all},　B＝{al＋１l＋１,,an－１n－１}． (４．２．９)
令

φ(x)＝σl＋１(aij)． (４．２．１０)
利用[１４]和[５６]的术语,如果h和g 为O中的两个连续函数,我们记h≲g,如果存在两个正常数C１ 和

C２ 它们只依赖于‖u‖C４,n(独立于x),使得(h－g)(x)≤(C１φ＋C２|▽φ|)(x),∀x∈O．我们也记h~
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g如果h≲g和g≲h．
对于x∈O,在(４．２．８)我们选取坐标系使得|▽u|＝un＞０并且矩阵{aij(x)}对角非负．从φ的定

义,我们有

φ≥σl(G)∑
i∈B

aii≥０,

所以

aii~０,　∀i∈B． (４．２．１１)
以及

aii＝－hii

u３
n
＝－uii

un
,

故

hii~０,　uii~０,　∀i∈B． (４．２．１２)
对φ求一阶导数

　　　　　　　φα ＝ ∑
n－１

ij＝１

∂σl＋１(a)
∂aij

aij,a＝ ∑
i∈G

σl(a|i)aii,α＋ ∑
i∈B

σl(a|i)aii,α

~σl(G)∑
i∈B

aii,α~－u－３
n σl(G)∑

i∈B
hii,α

~－u－３
n σl(G)∑

i∈B

[u２
nuiiα∗－２unuinuiα],

从而

∑
i∈B

aii,α~０,　 ∑
i∈B

hii,α~０,　 ∑
i∈B

[u２
nuiiα∗－２unuinuiα]~０． (４．２．１３)

故

∑
i∈B

uiij~０,　∀j∈G． (４．２．１４)

对φ求二阶导,从(４．２．１１)和(４．２．１３)得到

　　　　　　φαα＝ ∑
n－１

ij＝１

∂σl＋１(a)
∂aij

aij,αα＋ ∑
n－１

ijkl＝１

∂２σl＋１(a)
∂aij∂akl

aij,αakl,α

＝ ∑
n－１

ij＝１
σl(a|j)ajj,αα＋ ∑

n－１

ij＝１,i≠j
σl－１(a|ij)aii,αajj,α－ ∑

n－１

ij＝１,i≠j
σl－１(a|ij)aij,αaji,α

~ ∑
j∈B

σl(G)ajj,αα＋ [ ∑
ij∈G,i≠j

＋ ∑
i∈G,j∈B

＋ ∑
i∈B,j∈G

＋ ∑
ij∈B,i≠j

]σl－１(a|ij)aii,αajj,α

　－ [ ∑
ij∈G,i≠j

＋ ∑
i∈G,j∈B

＋ ∑
i∈B,j∈G

＋ ∑
ij∈B,i≠j

]σl－１(a|ij)aij,αaji,α

~ ∑
j∈B

σl(G)ajj,αα－２ ∑
i∈G,j∈B

σl－１(G|i)aij,αaji,α

＝σl(G)∑
j∈B

[ajj,αα－２∑
i∈G

aij,αaji,α

aii
] , (４．２．１５)

这里我们已经用下列不等式(见引理４．４):

|aii,αajj,β|≤Ca
１
２
ii Ca

１
２
jj ≤C１φ,　i,j∈B,i≠j;　　　　　　

|aij,αaji,β|≤C[aiiajj]
１
４ C[aiiajj]

１
４ ≤C２φ,　i,j∈B,i≠j．

因为uk＝０,k＝１,,n－１,从(４．１．５)

unuijα＝－u２
naij,α＋unjuiα＋uniujα＋unαuij,　∀i,j≤n－１,

和

　　　　　　 ∑
j∈B

ajj,αα~－１
u３

n ∑
j∈B

hjj,αα－２ |un|
|▽u|u３

n

æ

è
ç

ö

ø
÷

α ∑j∈B
hjj,α

~－１
u３

n ∑
j∈B

[u２
nujjαα－２ununjuααj＋２unnu２

jα＋４unαunjujα－４unujαunjα]．

故有
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∑
j∈B

∑
n

α＝１
ajj,αα~－１

u３
n ∑

j∈B
∑
n

α＝１

[２unnu２
jα＋４unαunjujα－４unujαunjα],

这里

　 ∑
n

α＝１

[２unnu２
jα＋４unαunjujα－４unujαunjα]~２unnu２

jn＋４unnunjujn－４unujnunjn

＝６unnunjujn－４unujnunnj＝６[Δu－ ∑
n－１

i＝１
uii ]unjujn－４unujn [Δuj－ ∑

n－１

i＝１
uiij ]

＝－６u２
nj∑

n－１

i＝１
uii＋４unujn∑

n－１

i＝１
uiij~－６u２

nj∑
i∈G

uii＋４unujn∑
i∈G

uiij．

对i∈G,j∈B,得到

　　　　　 ∑
n

α＝１

a２
ij,α

aii
＝－１

u３
n ∑

n

α＝１

[u２
naij,α]２
uii

~－１
u３

n ∑
n

α＝１

[unuijα－uiαunj－ujαuni]２
uii

　　　　＝－１
u３

n ∑
n

α＝１

[unuijα－２uiαunj＋uiαunj－ujαuni]２
uii

　　　　＝－１
u３

n ∑
n

α＝１

[unuijα－２uiαunj]２＋２[unuijα－２uiαunj][uiαunj－ujαuni]＋[uiαunj－ujαuni]２
uii

　　　　~－１
u３

n
{ ∑

n

α＝１

[unuijα－２uiαunj]２
uii

＋２unuiijunj－３uiiu２
nj}．

所以

∑
j∈B

∑
n

α＝１
[ajj,αα－２∑

i∈G

a２
ij,α

aii
] ~２u－３

n ∑
j∈B,i∈G

∑
n

α＝１

[unuijα－２uiαujn]２
uii

． (４．２．１６)

既然当i∈G 时,aii＝－uii

un
＞０,对于i∈G 我们有uii＜０．故

Δφ(x)＝２u－３
n σl(G) ∑

j∈B,i∈G
∑
n

α＝１

[unuijα－２uiαujn]２
uii

＋O(φ＋|▽φ|)≤C(φ＋|▽φ|)．

利用

φ(x)≥０,　x∈O,　φ(x０)＝０, (４．２．１７)
由强极值原理我们有

φ(x)＝σl＋１(aij)≡０,　x∈O． (４．２．１８)
由解的连续性得到a(x)在Ω 达到极小秩l之点集的闭性,从而定理４．５成立．
４．３　u(x)水平集的严格凸性

令０∈Ω１,一开始我们假设区域是标准球环U＝BR(０)\Br(０)(０＜r＜R),对t∈[０,１],令

Ω０,t＝(１－t)BR(０)＋tΩ０, (４．３．１９)

Ω１,t＝(１－t)Br(０)＋tΩ１, (４．３．２０)

Ωt＝Ω０,t\Ω１,t, (４．３．２１)

这里求和是 Minkowski向量和．故对于０≤t＜１,Ωt 是一族C２ 严格凸环(见Schneider[７３])．我们记ut

为下Dirichlet边值问题得解

Δut(x)＝０ in Ωt,

ut(x)＝０ on ∂Ω０,t,

ut(x)＝１ on ∂Ω１,t．

ì

î

í

ïï

ïï
(４．３．２２)

由极值原理|▽ut|≠０并且由标准椭圆估计知道有只依赖于Ω 的一致估计|ut|C３(Ωt)．当t＝０,Ω０＝
U,每一水平集∂Σc,０

x ＝{x∈U∶u０＝c}是球．故对于每一c∈(０,１),∂Σc,０
x 是严格凸．如果０＜t０≤１是第一

个时间使得ut０
的水平集是凸的但是在某一点xt０ ∈Ω 不是严格凸,则我们可以对ut０

利用常秩定理(即
定理４．５)．故水平集∂Σc,０

x ＝{x∈Ωt０∶ut０＝c}是凸并且其第二基本形式的秩为小于n－１的常数,即它

所有的点不是严格凸．可是∂Σc,０
x 是闭超曲面,它至少存在一个严格凸点,从而得到矛盾．
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５　解与水平集凸性的定量估计

前面陈述的结论是凸性的定性研究,现在我们关心的问题是我们是否能通过区域的定量信息来得

知区域内方程解的凸性或水平集凸性的定量估计．下面我们对凸性的研究历史的三个例子给出用边界

数据表示的凸性的定量估计．
例１的相关估计．
由 Gabriel[２８]和Lewis[５８]的定理知道凸环上的满足齐次 Dirichlet边界条件pＧ调和函数的所有

水平集是严格凸的．Longinetti[６０]和 OrtelＧSchneider[７１]首先证明二维调和函数凸水平集的曲率在边

界达到最小值．如果u是在区域上没有临界点的二维调和函数,令k为u 的水平集的曲率,Talenti[７８]
证明|▽u|－１k是一个调和函数．从此可以得到二维调和函数凸水平集曲率的用边界数据给出的上界估

计．Longinetti[６１]得到极小曲面的类似估计,其水平集的凸性来自于Shiffman[７６]．JostＧMaＧOu[４８]证
明三维调和函数的凸水平集的高斯曲率在边界达到极小．MaＧOuＧZhang[６６]通过高斯曲率首次完整地

对任意维凸环上的pＧ调和函数的凸水平集的高斯曲率给出了一个最佳下界估计,它依赖于区域边界的

高斯曲率与pＧ调和函数的边界梯度估计的上下界．由这些定量估计结合形变过程,可以得到水平集的

严格凸性．MaＧZhang[６９]还得到了高维调和函数凸水平集的高斯曲率的沿函数高度的精细的变化关

系．
现在叙述我们的估计．
定理５．１[６６]　令Ω 为ℝn,n≥２中的有界光滑区域,u∈C４(Ω)∩C２(Ω)为Ω 中的pＧ调和函数,即

div(|▽u|p－２▽u)＝０　in　Ω． (５．０．１)
这里１＜p＜＋∞,在Ω 中|▽u|≠０．如果u的水平集相应于法向▽u是严格凸,令K 的水平集的高斯曲

率则我们有下列陈述．
情形１　对n≥２,１＜p＜＋∞,函数

|▽u|n＋１－２pK
在边界达到极小．

情形２　对n＝２,１＜p＜＋∞;以及对n≥３,１＋２
n≤p≤n,函数

|▽u|１－pK
在边界达到极小．

情形３　对n＝２,３
２≤p≤３或者n＝３,２≤p≤∞或者n≥４,p＝n＋１

２
,函数K 在边界达到极小．

如果u是方程(３．３．１)的解,则容易知道|▽u|在边界达到极大与极小,从而我们有以下推论．
推论５．２　令u满足

div(|▽u|p－２▽u)＝０ in Ω＝Ω０\Ω１,

u＝０ on ∂Ω０,

u＝１ on ∂Ω１,

ì

î

í

ïï

ïï
(５．０．２)

这里１＜p＜＋∞,Ω０ 和Ω１ 为ℝn,n≥２中有界光滑区域,Ω１⊂Ω０．令K 为水平集的高斯曲率．则有以下

估计

情形１a　对１＜p≤n＋１
２

,有

min
Ω
K≥min

∂Ω
K

min∂Ω０|▽u|
max∂Ω１|▽u|

æ

è
ç

ö

ø
÷

n＋１－２p

． (５．０．３)

情形１b　对n＋１
２ ＜p＜＋∞,有

min
Ω
K≥min

∂Ω
K

min∂Ω０|▽u|
max∂Ω１|▽u|

æ

è
ç

ö

ø
÷

２p－n－１

． (５．０．４)
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情形２　对n＝２,１＜p＜＋∞;以及n≥３,１＋２
n≤p≤n,有

min
Ω
K≥min

∂Ω
K

min∂Ω０|▽u|
max∂Ω１|▽u|

æ

è
ç

ö

ø
÷

p－１

． (５．０．５)

情形３　对n＝２,３
２≤p≤３或n＝３,２≤p＜∞或者n≥４,p＝n＋１

２
,有

min
Ω
K≥min

∂Ω
K． (５．０．６)

推广Longinetti[６１],[６２]利用凸体支撑函数的想法,在 MaＧZhang[６９]中他们利用严格凸水平集

的支撑函数和最大值原理,他们得到了高维p调和函数凸水平集的高斯曲率的沿函数高度的精细的变

化关系．见下面定理

定理５．３[６９]　令u满足

div(|▽u|p－２▽u)＝０ in Ω＝Ω０\Ω１,

u＝０ on ∂Ω０,

u＝１ on ∂Ω１,

ì

î

í

ïï

ïï

这里１＜p＜＋∞,Ω０ 和Ω１ 为ℝn,n≥２中有界光滑区域,Ω１⊂Ω０．令
Γt＝{x∈Ω|u(x)＝t}　for　０＜t＜１,

这里K 为水平集的高斯曲率．则函数

f(t)＝min
x∈Γt

(|▽u|n＋１－２pK)１
n－ (x)

是t∈(０,１)的凸函数．
下面是一个推论．
推论５．４　在定理５．３的同样条件下,对于∀x∈Γt,０＜t＜１,有以下估计．
(i)对p＝２,有

(|▽u|n－３K)１
n－１(x)≥(１－t)min

∂Ω０

(|▽u|n－３K)１
n－１＋tmin

∂Ω１

(|▽u|n－３K)１
n－１．

(ii)对于p＝n＋１
２

,有

K
１

n－１(x)≥(１－t)min
∂Ω０

K
１

n－１＋tmin
∂Ω１

K
１

n－１．

ChangＧMaＧYang[１９]和 WangＧZhang[８１]对于高维调和函数或一类半线性椭圆方程得到凸水平集

的用区域边界的主曲率或高斯曲率与边界梯度的模的下界估计．Wang[８０]研究高维极小图凸水平集的

高斯曲率的沿函数高度的精细的变化关系．GuanＧXu[３６]对于一类完全非线性椭圆方程利用常秩定理

技术,得到用区域边界主曲率与高度的凸水平集的主曲率的下界估计,ChenＧShi[２２]推广了他们的办法

到一类抛物偏微分方程,得到关于空间水平集的对庆的主曲率估计．在 MaＧZhang[７０]他们研究了空间

形式中的调和函数的对应问题,利用常秩定理得到凸环上齐次 Dirichlet边值问题的调和函数水平集的

凸性,并且也给出了类似定理下界估计．Shi[７５]对于 Green函数G 给出函数G
１

２－n凸性的定量估计．
例２的相关估计．

如果(１．０．２)中令v＝－ u,则v满足

vΔv＝－(１＋|Dv|２) in Ω,

v＝０ on ∂Ω．{ (５．０．７)

MaＧShiＧYe在[６７]中利用 MakarＧLimanov[６５]的想法,对方程(１．０．２)和(５．０．７)也找到他们辅助函数

的高维版本,证明它们的最小值在边界达到．作为推论,他们给出了对应凸性的证明并且得到了用区域

边界高斯曲率的下界给出的凸性估计．我们对方程(１．０．２)(或(５．０．７))陈述我们的结果．

定理５．５[６７]　令Ω 为ℝn 中的光滑有界区域,n≥２,u为方程(１．０．２)的解．并且v＝－ u是严格凸

函数,则函数

ψ１＝(－v)n＋２det(D２v)＝(－２)－nudet(D２u)＋(－２)－n－１∑
n

i,j＝１

∂det(D２u)
∂uij

uiuj
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满足下面微分不等式

Δψ１≤０　mod　(▽ψ１)　in　Ω, (５．０．８)
这里我们已经简写成ψ１ 具有局部有界系数．并且函数ψ１ 在边界达到极小值．因此从(５．０．８),对方程

(１．０．２)的解有下面估计

ψ１＝(－v)n＋２det(D２v)≥min
∂Ω

Kmin
∂Ω

|Du|n＋１, (５．０．９)

这里K 是边界∂Ω 的高斯曲率．

从以上结果我们可以用边界数据给出v＝－ u的图的高斯曲率估计．
推论５．６[６４,６７]　Ω 为ℝn 中的光滑有界严格凸区域,κ极小,κ极大和 min

∂Ω
K 是边界∂Ω 的极小主曲

率,极大主曲率和极小高斯曲率．如果u为方程(１．０．２)的解,并且v＝－ u是严格凸函数．则v的图的

高斯曲率KG 满足下面最优估计

KG＝ det(D２v)
(１＋|▽v|２)n＋２

２
≥

min
∂Ω

Kκn＋２
极小

n
n
２κn＋１

极大

　in　Ω． (５．０．１０)

如果Ω 为单位球B１(０)⊂ℝn 则在(５．０．１０)等号在原点O 成立．
例３的相关估计．
在二 维 时,利 用 了 MakarＧLimanov[６５]的 类 似 技 巧,AckerＧPayneＧPhilippin[１]他 们 给 出 了

BrascampＧLieb关于凸有界区域上的第一特征函数的对数凹性的新证明．因为对于(１．０．３)的解u,则v
＝－logu满足

Δu＝λ１＋|Dv|２ in Ω,

v→＋∞ on Ω．{ (５．０．１１)

同样对方程(１．０．３)和(５．０．１１),MaＧShiＧYe在[６７]中利用[６５]和[１]的想法,对方程(１．０．３)和(５．
０．１１)也找到他们辅助函数的高维版本,证明它们的最小值在边界达到．作为推论,他们给出了对应凸性

的证明并且得到了用区域边界高斯曲率的下界给出的凸性估计．
定理５．７　令Ω 为ℝn,n≥２中光滑有界凸区域,u＞０为 Dirichlet第一特征函数即方程(１．０．３)的

正解．如果v＝－logu为严格凸函数,则

ψ２＝e－(n＋１)vdet(D２v)＝(－１)nudet(D２u)＋(－１)n－１∑
n

i,j＝１

∂det(D２u)
∂uij

uiuj

满足以下微分不等式

Δψ２≤０　mod　(▽ψ２)　in　Ω, (５．０．１２)
里我们已经简写ψ２ 具有局部有界系数．并且函数ψ２ 在边界达到极小值．因此从(５．０．１２),对方程(１．０．
３)的解我们有下面估计

ψ２＝e－(n＋１)vdet(D２v)≥min
∂Ω

Kmin
∂Ω

|Du|n＋１, (５．０．１３)

这里K 是边界∂Ω 的高斯曲率．
注　AndrewsＧClutterbuck[５]利用与一维情形的对比,对v＝－logu的凸性给出了一个最优估计

从而解决了有名的特征值得 Gap猜想．
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问题,最优运势问题的存在性与正则性,椭圆 Hessian方程的 Neumann问题,Kahler流形上的非线性

椭圆偏微分方程,椭圆与抛物方程解的凸性以及水平集凸性等问题上做过工作．
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